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Derivat vid en punkt



Betrakta funktionen y = f(z).

Om vi andrar z fran ap till 2o + Az sa kommer funktionsvardet y att
andras fran flzo) till flzp + Ax).

Beteckna Ay for andringen, dvs

Ay := flzo + Az) — flzo).
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Definition 1.1 . _ o
Antag att y = f(z) definieras i en omgivning av z = 5. Om

differenskvoten eller andringskvoten

Ay flao + Az) — flao)
Az (z0 + Az) — 39

narmar sig talet L da Az — 0 sa kallas L for derivatan av f i
pubnkten zy och betecknas exempelvis
/ dy
f(‘ro)a Yy ('TO)7 dim 5 eller Df(’lfo)

Man sager att far deriverbar i zy, med vardet f(x) = L, dvs

i - flzo + Az) — flao)
T Azs0 Az




Geometrisk tolkning av begreppet derivata

Genom punkterna Py := (z9, f(zo)) och P:= (zo + Aw, f(zg + Az)) pa
kurvan y = f(z) lagger vi en linje. Denna linje har
riktningskoefficienten

flmg + Az) — flzp)
Az '

kp,p =

Da Az — 0 kommer punkten P att ndrma sig Py och linjen genom P,
och P kommer att vrida sig kring Py.

Om far deriverbar i zp s& kommer linjen att nd ett granslage, en linje
med riktningskoefficienten f(x). Denna linje kollas tangenten till
kurvan i punkten zy. Tangentens ekvation ges av

y— flao) = f(20)(z — o).

Geometrisk tolkning av begreppet derivata
Derivatan f(xp) ar lutningen pa tangenten till kurvan y = f(x) vid

punkten z = .



Geometrisk tolkning av begreppet derivata
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Fysisk tolkning av begreppet derivata

Om y = f(z) representerar en kropps position som funktion av tiden
7, sa ges medelhastigheten fran tiden g till 2o + Az av

Ay flao + Az) — flz)
Az (m+Ar)—139

Derivatan f(zo) ar kroppens momentanhastighet vid tiden z = 1.

Tiden X, “Tden X f&x
e b =
_ b)l 1

Fysisk tolkning av begreppet derivata ) ) o
Derivatan | zq talar om hur snabbt funktionsvardet andras precis i en

viss punkt zp. Man kan se derivatan som momentanhastigheten.



Derivata som funktion




Definition 2.1 ) , o o
Om en funktion y = f(x) ar deriverbar i varje punkt i sin

definitionsmangd sager vi kortfattat att far deriverbar. Funktionen
z— f(z), z € Dy, kallas derivatan av foch betecknas exempelvis

, dy d
19,8 by
och
R
Exempel

Lat f(z) = az+ bvara en linjar funktion, da

. a(r+Az)+b— (ax+b)
fla) = iz, As -




Derivata och differentialer




Differential

Man ar intresserad av att undersoka hur en liten andring Az av z
andrar funktionsvardet av en funktion y = f(z). Detta kan man gora
genom att rakna ut differensen Af:= flag + Az) — flap).

Om far deriverbar i xp sa narmar sig differenskvoten ﬁ—f vardet f (zp)

x

da Az — 0. Vi far en approximation av differensen Af.

Af= flzg + Az) — flmg) =~ f (7o) - Az, for sma varden pa Axz.

Definition 3.1
Uttrycket f(x) - Az kallas for differentialen av fi punkten z; och

betecknas dy(z) eller df(z). Med differentialen dy av en funktion
y = f(x) (i punkten z) menas



Differentialen dy ar en approximation av Ay

Uttrycket dz kan ses som differentialen av funktionen z, vars derivata
alltid ar 1, dvs
dz:=1-Az= Az

Da far man uttrycket

Approximationen Ay~ dy innebar att man approximerar kurvan med
dess tangent.



Sammanfattning

Vi sammanfattar ovanstaende begrepp i en bild, dar

- Az ar forandringen i variabeln z, _ ' )
- Ay:= flzy + Az) — flap) ar forandringen i funktionsvardet,
- 2V &r differenskvoten,

« I — f(20) := lima,0 52 ar derivatan,
- dy := f(x)dz ar differentialen av y = f(z) i 2y och dz:= Az
- Differentialen dy ar en linjar approximation av differensen Ay.
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