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1 HUR METERN UPPSTOD: EN RESA GENOM HIS-
TORIEN

Under den franska revolutionen i slutet av 1700-talet fanns en vision om att
skapa ett universellt mattsystem ”for alla folk, fér all tid”. Astronomerna Jean-
Baptiste Delambre och Pierre Méchain dgnade sju ar at att méta meridianbagen
mellan Dunkerque och Barcelona under krig och kaos (Alder, 2003). Man
faststallde att en meter skulle motsvara en tiomiljondel av avstandet fran
ekvatorn till nordpolen langs Paris-meridianen.

Vi idealiserar nu situationen och antar att jorden ar ett perfekt klot. Utifran
denna definition kan vi éversitta lingdmattet till en global geometrisk storhet.
Avstandet fran ekvatorn till nordpolen lings Paris-meridianen &r d& tiomiljon
meter, vilket motsvarar en fjdrdedel av jordens omkrets. Darmed blir jordens
totala omkrets 40000000m (eller 40000km). Vi betecknar jordens omkrets
med C, métt i meter. Da géller C' = 40000000.

Eftersom en sfar har samma omkrets i alla storcirklar f6ljer att jordens
ekvator har samma ldngd. Det ar denna cirkel som i denna artikel bendmns
jordens midja, och som kommer att utgbra vart centrala geometriska objekt.

2 ETT KONTRAINTUITIVT TANKEEXPERIMENT

Utifran denna bestdmning av jordens omkrets kan vi nu formulera ett geomet-
riskt tankeexperiment (Kafi & Liu, 2024).

Problem 1 Repet runt jorden (jamnt lyft). Anta att jorden dr ett perfekt
klot med ekvatorns lingd 40000000m. Forestdll dig ett rep spint runt jordens
ekvator. Repet forlings med exakt en meter. Ndr repet inte ldngre dr spint
lyfts det jémnt fran marken och bildar en konstant héjd h 6ver jordytan runt
hela jorden. Hur stor blir hdjden h?

Vilj ett av f6ljande tva alternativ:

A. Héjden 6ver marken ar sa liten att inte ens en myra kan ta sig under
repet.

B. Ho6jden 6ver marken &r sa stor att en katt kan ta sig under repet.
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3 DEN MATEMATISKA MODELLEN: KONCENTRISKA
CIRKLAR

For att analysera problemet modellerar vi situationen med tva koncentriska
cirklar med gemensamt centrum O, se Figur 1.

Vi later R representera jordens radie i meter. Den inre cirkeln representerar
jordens ekvator med radie R och omkrets C. Den yttre cirkeln representerar
det forlaingda repet och har radie R+ h och omkrets C' + 1.

Figur 1: Jordens radie R och radien R+ h f6r det forlingda repet.

Kvoten mellan en cirkels omkrets och dess diameter ar konstant (alla cirklar
ar likformiga). Vi definierar denna konstant som talet 7. Eftersom diametern
ar d =2r far vi

C(r) =nd =2nr.

Detta ger for cirkeln som representerar jordens ekvator
2rR=C,
och for det forlangda repet
2n(R+h)=C+1.
Genom att subtrahera den férsta ekvationen fran den andra far vi
2mh =1.

Alltsa foljer
h= 1 ~0.16.
27 ’

Det betyder att repet lyfts ungefir 0,16 m eller 16cm fran marken, sa hogt att
en katt kan ta sig under repet (alternativ B).

Resultatet visar att hjden inte beror pa jordens radie R (som &r
6366000). Detta innebar att samma relation géller oavsett skala: fran jordens
ekvator till en liten cirkelskiva. Om vi darfér ersétter jordens midja med
omkretsen av en mycket mindre cirkelskiva, till exempel en tallrik, och lagger
ett snore runt den, fordndras inte resultatet. Forlanger vi snéret med en meter
och lyfter det jamnt runt hela skivan blir héjden fortfarande h =1/(2m).

Vi kan till och med ténka oss att cirkeln krymper till en enda punkt. Ett
snore med ldngden 1 m som lyfts jamnt runt denna punkt bildar da en cirkel
med radie h. Eftersom cirkelns omkrets 4r 1 m géller fortfarande h =1/(2m).

40000000 .
2m ~



4 DEN DJUPARE SANNINGEN: LINJARA FUNKTIONER
OCH KONSTANT FORANDRINGSTAKT

Varfor blir resultatet oberoende av skalan? Svaret ligger i att linjara funktioner
har konstant féréandringstakt.
En funktion sdgs vara linjdr om den kan skrivas pa formen

f(z) = kz +m,

dér k och m &r konstanter. Grafen till en sddan funktion &r en rat linje.
Derivatan beskriver en funktions fordndringstakt i en given punkt, alltsa hur

snabbt funktionsvirdet férdndras nar variabeln dndras. Geometriskt motsvarar

den lutningen pa funktionens tangent i denna punkt. Om funktionen &r linjér &r

derivatan konstant, vilket betyder att fordndringstakten dr densamma Gverallt.
I vart fall betraktar vi omkretsen C' som en funktion av radien r:

C(r) =2,
som &r en linjar funktion av r (med k =27 och m =0).
Vi far ic
/
= — = 2
C'(r) o = 2T

och !

AC =2mAr.

Detta innebér att om radien 6kar med 1m (Ar = 1) sd okar omkretsen med
2rm (AC = 27). Omvént géller att om omkretsen 6kar med 1m (AC =1) s&
okar radien med

A’f‘ = g,
vilket &r precis vart ursprungliga problem: vi vet att AC =1, och vi s6ker
motsvarande férandring i radien Ar.

Eftersom férandringstakten &r konstant (C’(r) = 2m) beror resultatet inte
pé storleken hos r. Samma regel géller darfor bade for en liten tallrik och for
hela jorden.

5 HEMLIGHETEN BAKOM LOPARBANAN: EN HEUR-
ISTISK UPPTACKT

For att se hur samma matematiska idé dyker upp i ett helt annat sammanhang
betraktar vi nu en till synes orelaterad situation.

Nar man tittar pa ett stafettlopp pa en friidrottsbana ser man nagot
mérkligt: 16parna startar inte pa samma linje. I de yttre banorna star 16parna
tydligt langre fram &n i de inre. Varfor ar det sa?

Problem 2 Stafettbanor. Betrakta ett 4x100m stafettlopp pd en friidrottsbana.
Léparna startar i olika positioner i de olika banorna eftersom de yttre banorna
har storre radie. Anta att varje bana dr 1m bred. Hur mycket langre dr ett
varv 1 en yttre bana jamfort med den ndrmaste inre banan?

Per definition ar dr = Ar, dC = C’(r)dr och AC = C(r + Ar) — C(r). Eftersom C(r) = 27
ar linjar géller exakt AC =dC.



For att forsta detta kan vi forst gora en geometrisk forenkling. En 16parbana
bestar av tva rakstrackor och tva kurvor. Eftersom rakstrackorna &r lika langa
i alla banor kan de inte bidra till ndgon skillnad mellan banorna. Vi kan
darfor bortse fran dem och i stéllet fokusera pa kurvorna. Nér dessa kurvor
satts ihop ser vi att situationen fortfarande kan beskrivas med en modell av
koncentriska cirklar, som i Figur 2.

Rakstrackor tas bort>> —_— ‘

Figur 2: Loparbana till koncentrisk cirkelmodell.

Vi kan nu berdkna hur mycket startlinjen maste flyttas pa tva olika sétt.

1. Algebraisk metod (Avsnitt 3): Vi modellerar l6parbanan med kon-
centriska cirklar. Antag att radien foér den inre banan &r r. Den nidrmaste
yttre banan ligger en banbredd ldngre ut och har darfoér radien r + Ar,
dar Ar just r banans bredd.

Vi jamfér nu omkretsen for dessa tva banor.

AC =2n(r + Ar) — 27r.

Precis som i tidigare problem ser vi att termerna med r tar ut varandra,

och kvar blir
AC =21 Ar.

2. Linjaritetsmetoden (Avsnitt 4): Eftersom omkretsen ges av C(r) =
2mr vet vi att detta ar en linjir funktion. Det innebér att férandringen i
omkrets kan skrivas direkt med féréandringstakten:

AC =dC = C'(r) Ar = 21 Ar.
Eftersom banbredden &r 1m har vi Ar =1, och ddrmed
AC =27 ~6,28.

Den yttre l6paren maste alltsa starta ungefir 6,28 m lingre fram?.
Resultatet beror inte pa storleken hos systemet, utan pa att omkretsfunk-
tionen ar linjar och har konstant derivata. Detta sammanfattas i sambandet

AC =271 Ar.

I Problem 2 kénner vi Ar och berdknar AC, medan vi i Problem 1 kdnner
AC och séker Ar. Det &r i grunden samma matematiska relation betraktad
fran tva olika perspektiv.

2 Enligt internationell standard dr banbredden ofta 1,22m, vilket ger ungefir 7,66 m per bana.



6 SAMMANFATTNING: NAR MATEMATIKEN SLUTAR
VARA LINJAR

Vad hénder nér vi laimnar den linjdra véarlden?

Problem 3 Areadkning i den koncentriska cirkelmodellen. Betrakta modellen
med koncentriska cirklar i Figur 1. Anta att den yttre cirkeln har en area som
dr exakt 1m?2 storre dn den inre cirkelns area. Hur stort blir detta avstind h?

For att analysera fallet med areabkning omformulerar vi problemet. Vi
later cirkelns area ges av funktionen

A(r) = mr?.

Vi vet att areadkningen &r
AA=1,

och vi soker motsvarande fordndring i radien Ar (vilket motsvarar h i modellen).
Till skillnad frén det tidigare fallet &r denna funktion inte linjér, och
derivatan beror pa r:

A
Alr)= (jl_r =277

For smé fordndringar kan vi approximera areadndringen med den linjira
delen: 3
AA =~ dA =2nrdr =2nr Ar.

Diarmed far vi 4

_AA
~onr”
I vart fall &r AA =1. For jorden sétter vi r = R och far darfor

Ar

1

Ar%ﬁ.

Eftersom R &r mycket stort (jordens radie) blir detta h = Ar ett extremt
litet tal. Hojdskillnaden i modellen blir darfor forsumbar. Alltsa motsvarar
detta i praktiken alternativ A: inte ens en myra kan ta sig igenom glipan.

En sista tankestillare: pizza-matematik
Tank pa en liten pizza (25cm i diameter) och en stor familjpizza (50cm i
diameter). Den stora pizzan har dubbelt sa stor radie, men eftersom arean
véaxer kvadratiskt blir den

22=4

ganger sa stor. Om den stora pizzan kostar ungefir dubbelt s mycket far du
alltsd mer pizza per krona — ett exempel pa icke-linjar (kvadratisk) tillvéxt.

Hir anvinds att dr = Ar, dA = A'(r)dr och AA ~ dA dir dA ar den forsta ordningens
approximation av AA for sméa férandringar i r.

Man kan &ven fa resultatet utan derivator genom en direkt berdkning. Skillnaden mellan tva
cirklars area &r

AA=A(r+ Ar)— A(r)==n(r+ Ar)2 —r? =2mr Ar + 7T(A'r)2.
Eftersom Ar ir mycket liten kan termen (Ar)2 férsummas, vilket ger

AA = 2mr Ar.



I en uppfoljande artikel (Liu, 2026), utforskar vi vad som hdnder om vi istdllet
for att lyfta repet jimnt drar upp det i en enda punkt. Som vi ska se leder
detta till en helt annan matematisk modell ddr jordens radie dterigen spelar en
avgorande roll.
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