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1 FRAN DET JAMNA LYFTET TILL ETT ENPUNKTSLYFT

I den forra artikeln (Liu, 2026) undersokte vi vad som hénder om repet runt

jordens midja (ekvatorn) blir en meter langre och lyfts jamnt frdn marken runt

hela jorden. Vi fann att hojden 6ver marken blir ungefédr 16 cm, ett resultat som

ar helt oberoende av jordens radie tack vare linjariteten hos cirkelns omkrets !
Men vad hénder om lyftet inte lingre &r jamnt?

Problem 1 Repet runt jorden (enpunktslyft). Anta att jorden dr ett perfekt
klot med ekvatorns lingd 40000000m. Forestdll dig ett rep spint runt jordens
ekvator. Repet forlings med exakt en meter. Repet ligger fortfarande tdtt
mot marken lings ndstan hela ekvatorn. I en enda punkt lyfts repet rakt upp
och stricks sd att det bildar tvd raka och symmetriska linjesegment som mots
ovanfor ekvatorn. Hur stor blir hdjden h dver jordytan i denna punkt?

Till skillnad fran det tidigare fallet &r lyftet inte lingre jamnt, och det &r
inte sjalvklart att resultatet fortfarande ar oberoende av jordens radie. For att
analysera situationen behover vi en mer lokal geometrisk modell.

For att illustrera idén borjar vi med ett enklare och mer valkidnt geometriskt
scenario: horisontproblemet.

Problem 2 Horisontproblem. Anta att jorden dr ett perfekt klot. Tdnk dig att
du befinner dig till havs en klar natt och ser ljuset fran Kullens fyr. Fyrens
ljuskdlla befinner sig pd en héjd av 78,5m dver havsytan. Hur ldngt bort kan
en bdt befinna sig och fortfarande precis se fyren?

Detta leder till en geometrisk modell som vi nu formulerar mer exakt.

2 TANGENTMODELLEN: EN GEOMETRISK SIKTLINJE

For att analysera Problem 2 soker vi siktstrackan L, det vill séiga hur langt
bort en observatér kan befinna sig och fortfarande se ljuskéllan.

Vi anvinder en lokal geometrisk modell dir siktlinjen vid horisonten be-
traktas som en tangent till jordytan.

1 Se (Liu, 2026) fér en fordjupning i den koncentriska modellen.
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Figur 1: AOCB éar ratvinklig vid C.

I modellen bildar jordens centrum O, horisontpunkten C' och ljuskéllan
B en ratvinklig triangel AOCB, dér vinkeln i C' &r rat eftersom radien star
vinkelrdt mot tangenten. I den ratvinkliga triangeln anvénder vi Pythagoras

sats:
R24+1?=(R+h)2

Utvecklar vi hogerledet far vi
R*+I*=R?*+2Rh+h>.

Eftersom jordradien R ar mycket stor jamfért med héjden h kan termen
h? férsummas, vilket ger approximationen

L ~/2Rh.
Med R = 40000000/(27) och h = 78,5 far vi
L ~ 31600.

Detta ger svaret pa Problem 2: en bat kan befinna sig ungefir 31,6km bort
och fortfarande precis se fyren.

3 ENPUNKTSLYFTET

Vi atervinder nu till Problem 1 och ser att det egentligen 4r samma geometriska
modell som i Problem 2, se Figur 1. I bada fallen beskriver vi en cirkel dar
siktlinjen ar tangent till jordytan.

I modellen dr B den hégsta punkten dér repet lyfts. Fran B stricks repet
tills det blir tangent till cirkeln i en punkt C. P& grund av symmetri uppstar
en motsvarande tangentpunkt pa den andra sidan, men vi analyserar endast
ena halvan av situationen.

Vi later a beteckna skillnaden mellan den stréckta linjen och baglingden
pé ena sidan av cirkeln. D4 blir a = 0,5 per sida.



Vi modellerar nu problemet lokalt med en cirkel med radie R och vinkel 6,
enligt Figur 1.

Vart mal ar att uttrycka hojden h i termer av den givna extra ldngden a,
fér att sedan kunna bestdmma hur hogt repet lyfts i en enda punkt med hjilp
av trigonometri.?

Béglingden AC = RA.3
Den stréackta linjen (tangenten) &r BC' = L = Rtan#.

Den extra lingden per sida blir darfor
a= Rtanf — RO = R(tanf —0) =0,5.

Hojden i punkten B ges av den geometriska relationen

h=OB—0A=i_R:R(L—1).
cosf cosf

Malet ar att utifran de uttrycken f6r a och h, ddr bada beror pé 6, eliminera
vinkeln och diarmed uttrycka hoéjden A direkt i termer ldngden a.

4 TAYLOR-SERIER: NAR MATEMATIKEN BLIR ICKE-
LINJAR

Vi betraktar nu fallet d& 0 &r liten. I denna situation kan vi anvdnda Taylor-
serier* for att approximera de icke-linjéra uttrycken, vilket gor det mojligt att
eliminera 6 och uttrycka h i termer av a:

63 1 62
tan0~9+§, w,\,l_kg.
Detta ger
3 3 1/3
a:R(tanG—G)mR<0+%—0):%, = 9%(‘%}) )

Insatt i uttrycket for h far vi

1 62 ROZ 1 1/3(2.12/3

Med a = 0,5 och jordens radie R =4-107/(27) erhalls
h~121.

Detta ger svaret pa Problem 1: hgjden dr 121 m.
Den extra metern ger vid ett jamnt lyft bara 16 cm, men koncentrerad till
en enda punkt récker den f6r att nd 121 m — hogre 4n en skyskrapa.

2 Enligt definition géller cosf = % och tanf = % = %

3 Har mits 0 i radianer. Ett helt varv motsvarar 27 radianer. Eftersom en cirkels omkrets &r
27r kan en biglangd ses som den andel av hela varvet som vinkeln utgor: % -2nr =16.

4 Taylor-serier ar ett standardverktyg pa universitetsniva (férsta aret). Idén ar att approximera
icke-linjara funktioner med polynom. Nar 6 &r liten bortser man fran hégre ordningens termer.
Alternativt kan ekvationerna lésas numeriskt med programvara som GeoGebra, pad samma
sétt som i Avsnitt 5.



5 ETT EXPERIMENT MED DIN EGEN MIDJA

Vi testar nu samma geometriska modell i en mindre skala fér att understka
dess beteende nir smavinkelapproximationen inte lingre ar giltig.

Problem 3. Anta att kroppen (midjan) kan modelleras som en cirkel med
omkrets 1m. Tdnk dig att du lossar ett hal vid spinnet pa ett bilte sa att det
blir ndgot ldngre. Bdltet forldngs totalt med 3cm, vilket innebdr att den extra
lingden per sida dr a = 0,015. Hur hégt kan bdltet mazimalt lyfta fran kroppen
i detta ldge?

Eftersom vinkeln inte ldngre &r liten kan vi inte anvanda Taylor-approximationer.
I stéllet maste problemet 16sas numeriskt, vilket ocksa visar att samma geomet-
riska modell fortfarande géller utanfor smavinkelregimen. Vi anvinder déarfor
GeoGebra.

1. Vi sétter (radien och den extra langden per sida):

1
= — —0,015.
oo a=0015

2. Vi l6ser ekvationen
R(tanf — 6) = a.
Numeriskt far vi 6 = 0,62 rad (cirka 35°).

3. Hojden berdknas dérefter som

1
h=R (— — 1) ~ 0,0366.
cosf
Detta motsvarar 0,0366 m, det vill sdga 3,66cm.
For att f4 en jamforelse kan vi &nda anvinda resultatet fran Taylor-
approximationen i Avsnitt 3:

hr %R1/3(3a)2/3 ~0,0343.

Trots att smavinkelantagandet inte ldngre &r giltigt ger detta en god
intuition: béltets lyft ar ungefar lika stort som dess férlangning.

6 SAMMANFATTNING: KRAFTEN I MODELLEN

Samma geometriska principer dterkommer i andra sammanhang, t.ex. radio-
master och satellittdckning, dar tangentmodellen beskriver hur jordens radie
styr sikt- och rackvidd.

Jamfért med den koncentriska cirkelmodellen i den férsta artikeln ger
tangentmodellen ett icke-linjart samband déar sma forandringar inte ger pro-
portionella effekter.

I dessa tva artiklar har vi sett hur en extra meter kan ge olika effekter
beroende pa hur den férdelas:

Jamnt lyft: koncentrisk cirkelmodell. Linjirt fall oberoende av
jordens radie.

Enpunktslyft: tangentmodell. Icke-linjirt fall dér jordens radie
forstarker effekten.

Matematisk modellering handlar darfér om att vélja rétt representation av
verkligheten. I vissa fall 4r strukturen linjir och stabil, i andra fall gér radien
att smé férandringar kan férstoras dramatiskt.
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