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I de tva foregdende artiklarna (Liu, 2026a, 2026b) har vi studerat tva
ytterligheter av samma problem. Nér repet runt jordens midja forlaings med
en meter och lyfts i en enda punkt blir lyfthdjden ungefar 121 m. Om samma
extra meter i stéllet férdelas jamnt runt hela jorden blir héjden bara cirka
16cm.

Skillnaden mellan resultaten ar dramatisk, men den vicker ocksa en natur-
lig fraga: hur hénger de tva modellerna ihop? Vad hénder om vi inte gar
direkt fran en enda lyftpunkt till ett jamnt lyft, utan successivt okar antalet
lyftpunkter? Kan vi pa sé sétt folja en vag fran det spetsiga enpunktslyftet till
den koncentriska cirkelmodellen fér det jamna lyftet?

I den hér artikeln undersoker vi denna Gvergang. Samtidigt anviander vi
problemet for att studera sjilva modelleringsprocessen. Néar ingen fardig modell
finns behéver vi formulera rimliga antaganden, bygga en modell utifran dem
och sedan underséka om modellen fortfarande dr anvidndbar nér situationen
férdndras. Om ett antagande nar sin gréns kan modellen behéva omprévas och
ersattas av en annan.

Resan fran enpunktslyft till jamnt lyft blir darfér ocksa en resa mellan
matematiska modeller.

1 FYRMODELLEN ATERBESOKT: FRAN EN PUNKT
TILL TVA

I den férra artikeln (Liu, 2026b) anvinde vi tangentmodellen f6r att analysera
horisontproblemet. Foér en ljuskéilla pa héjden h fick vi siktstrickan

L=+2Rh+h2,

och eftersom h dr mycket liten jamfért med jordens radie R kunde detta

approximeras med
L ~+V2Rh.

I det problemet gjorde vi den férenklande modellen att observatérens 6gon
befann sig pa havsytans niva. Lat oss nu éndra just detta antagande.

Problem 1 Fyr och observator. Anta att jorden dr ett perfekt klot med ekvat-
orns ldngd 40000000m. Anta att Kullens fyr har en ljuskdlla pd hdjden 78,5m
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over havsytan. En observator befinner sig © en bat till havs, och observatorens
dgon befinner sig 15m over havsytan. Hur ldngt fran fyren kan observatéren
befinna sig och fortfarande precis se fyrljuset?

Figur 1: Tva tangentmodeller méts i den gemensamma tangentpunkten C.

Vid forsta anblicken verkar detta vara ett nytt problem. I den tidigare
modellen befann sig observatorens 6gon pa havsytans niva. Nu befinner sig
bade fyrens ljuskélla och observatorens 6gon ovanfér havsytan.

Men behdéver vi verkligen bygga en helt ny modell?

Nyckeln &r aterigen siktlinjen. Né&r observatoren precis kan se fyrljuset
tangerar siktlinjen jordytan i punkten C. Det dr samma geometriska egenskap
som ldg bakom tangentmodellen i den forra artikeln.

Som Figur 1 visar kan den véilkidnda modellen nu anvéndas fran tva hall.

Fréan fyrens ljuskéilla B till tangentpunkten C har vi tangentmodellen med

héjden h;. Den ger
L1 ~ 2Rh1.

Fran observatorens 6gon D till samma tangentpunkt C' far vi motsvarande

modell med héjden ho:
Ly =~ \/2Rhs.

Det totala avstandet mellan fyren och observatéren blir darfor
L=1L1+ Lo.

Den nya modellen kraver alltsd ingen ny geometrisk princip. Vi ateranvinder
samma tangentmodell tva gidnger och satter samman de tva delarna i den
gemensamma tangentpunkten C.

Med langder angivna i meter har vi

40000000

R 2

h1 =18,5, hg = 15.
Darmed far vi

L, =~ 31600, Lo ~ 13800, L = L1+ Ly = 45400.



Observatoren kan alltsa befinna sig ungefir 45,4km fran fyren och fort-
farande precis se fyrljuset.
Det viktiga dr hur modellen byggdes:

en tangentmodell + en tangentmodell — en tvapunktsmodell.

Detta ar fortfarande ett speciellt tvapunktsfall, eftersom de tva delmod-
ellerna mots i samma tangentpunkt. For repet runt jorden blir nésta fraga
dérfér hur samma idé kan utvecklas nér repet lyfts i flera punkter.

Hur kan vi bygga en modell med flera lyftpunkter genom att utga fran de
modeller vi redan forstar?

2 FRAN EN PUNKT TILL MANGA: EN FORSTA n-
PUNKTSMODELL

Vi atervinder nu till repet runt jordens midja. I den forsta artikeln studerade
vi det jamna lyftet, medan den andra artikeln behandlade enpunktslyftet. I
féregdende avsnitt sag vi dessutom hur en redan kénd tangentmodell kunde
ateranvindas fran tva hall for att beskriva en ny situation. Det vicker fragan
om samma idé kan anvindas &ven f6r repet: kan ett lyft i flera punkter byggas
upp av flera kopior av den lokala modell som vi redan férstar?

Problem 2 Overgdngen mellan tvd modeller. Anta att repet runt jordens
ekvator fortfarande forlings med exakt en meter. Vad hinder om repet inte
lyfts i en enda punkt och inte heller jimnt runt hela jorden, utan ¢ flera punkter?
Hur fordndras lyfthojden ndar antalet lyftpunkter okar?

Héar uppstar ett typiskt modelleringsproblem. Problemformuleringen séger
inte var lyftpunkterna ska ligga, om de ska na samma hojd eller hur den extra
repliangden ska fordelas mellan dem. Informationen ricker alltsa inte for att
bestdmma en unik matematisk modell. For att kunna gé vidare maste vi sjélva
gora ytterligare antaganden.

Att formulera sddana antaganden betyder inte att vi far véilja godtyckligt.
Ett rimligt modellantagande bor utga fran problemets struktur och fran det vi
redan vet. Har finns framfor allt tva ledtradar. Det ursprungliga problemet
har en stark symmetri runt jorden, och fran enpunktslyftet kdnner vi redan
den lokala geometrin kring en lyftpunkt. Vi sdker darfér en sa enkel modell
som mojligt som bevarar dessa tva egenskaper och samtidigt gor det mojligt
att jamfora olika antal lyftpunkter.

Det leder till foljande forsta antaganden.

Modellantagande

For ett lyft i n punkter antar vi att
1. lyftpunkterna &r jamnt férdelade runt ekvatorn,

2. alla lyftpunkter nar samma hojd hy,,

3. geometrin kring varje lyftpunkt lokalt &r densamma som i en-
punktsmodellen: fran lyftpunkten gar tva raka delar av repet
som tangerar jordytan.

Dessa antaganden &r alltsd inte slutsatser som vi har bevisat. De &r
medvetna férenklingar som later oss bygga en forsta modell. En viktig del av



modelleringen blir senare att understka om modellen ger rimliga resultat och
hur ldnge antagandena kan vara giltiga nir antalet lyftpunkter okar.

Lat an beteckna skillnaden mellan lingden av ett tangentsegment och den
baglingd som segmentet ersitter. Vid varje lyftpunkt finns tva sddana lika
bidrag. Med n lyftpunkter far vi darfér sammanlagt 2n lika bidrag till den
extra repldngden. Eftersom repet totalt dr en meter langre géller

2nan, =1,

och alltsa 1
= %_

Vi kan nu ateranvinda den matematiska modellen fran enpunktslyftet. Om
0,, betecknar vinkeln i en av de lokala tangentmodellerna far vi

an,

cos 6,

Tillsammans med villkoret fér den extra replidngden far vi var forsta matem-
atiska modell for ett n-punktslyft:

2na, =1,
an = R(tané,, —6,),

1
hy, = —-1).
R(cosen )

Modellen ar nu byggd. Néista steg ar att l6sa den och underséka vad den
forutsager nar n forandras. Eftersom

1
Ap = —

2n

blir den extra langden kring varje lyftpunkt mindre nar n 6kar. Den lokala
vinkeln @, blir da ocksa liten, vilket gor det naturligt att anvinda smavinkelap-
proximationen fran den forra artikeln,

h =~ %R1/3(3a)2/3.

Nar vi satter in

1
far vi
o b (2)7
2 2n

Vi har ddrmed forst byggt en modell utifran vara antaganden och dérefter
approximativt 16st den. Formeln gér det mojligt att underséka hur lyfthojden
fordndras nir antalet lyftpunkter 6kar. Men eftersom modellen bygger pa
antaganden som vi sjilva har infért méste resultaten ocksa granskas: fortsitter
modellen att ge en rimlig beskrivning nar n blir mycket stort?



3 NAR MODELLEN NAR SIN GRANS

Lat oss nu underséka vad var férsta n-punktsmodell faktiskt férutséiger.

Ur formeln 2/3
oL 1/3( 3 )
hn 5 R on

ser vi att

hy, n=2/3,

Lyfthojden minskar alltsd nir antalet lyftpunkter 6kar. Det verkar forst rimligt:
enpunktslyftet gav ungefir 121 m, och héjden bér minska nédr den extra metern
férdelas pa allt fler punkter.

Men om denna modell ska beskriva en 6vergang mot det jamna lyftet borde
héjden s& smaningom nérma sig resultatet fran den foérsta artikeln,

1
h=—~=0,1
o 0,16,

det vill sdga ungefdr 16 cm. Var n-punktsmodell ger ddremot
h,—0 nar 7. — 00.

Detta &ar en varningssignal: modellen tycks inte kunna beskriva Gvergangen
hela végen till det jamna lyftet. Problemet ligger knappast i smavinkelapprox-

imationen, eftersom
1

2n
och darmed &dven 6, blir mindre nar n okar. Approximationen blir alltsi
snarare battre.

Vi behover darfor granska sjilva geometrin. Hur ldnge kan de lokala
kopiorna av enpunktsmodellen egentligen fa plats runt hela jorden?

an

4 DEN KRITISKA PUNKTEN

I den forra artikeln (Liu, 2026b) visade vi att sambandet mellan den extra
langden a och vinkeln 6, fér smé vinklar, kan approximeras med

3a 1/3
o ()"

1
an = 5,

2n

1/3
0, ~ (i) .
2nR

Nu maéste vi ocksa ta hansyn till hur de lokala tangentmodellerna tillsam-
mans far plats runt hela ekvatorn. Kring varje lyftpunkt finns tva vinklar 6,
en pa vardera sidan. Med n lyftpunkter far vi alltsd sammanlagt 2n sadana
vinklar.

Sa lange de lokala tangentmodellerna inte 6verlappar varandra maéaste deras
sammanlagda vinkel vara hogst ett helt varv:

I var n-punktsmodell ar

och darfor far vi

2n6, < 2.



Detta villkor visar ndgot som inte syntes nér vi studerade en enda lyftpunkt.
Nar n okar tar de lokala tangentmodellerna tillsammans upp en allt storre del
av cirkeln. Forr eller senare nar vi darfor ett gransfall.

Den kritiska situationen uppstar nar hela varvet precis ar fyllt:

2nl, = 2,
det vill siaga
7
0, =—.
n

Geometriskt betyder detta att tangentsegmenten fran intilliggande lyft-
punkter precis méter varandra. De bagar dar repet tidigare lag kvar mot
jordytan har da just férsvunnit, och hela repet bestar av riata tangentsegment.

Har uppstar en ny geometrisk figur pa ett naturligt satt. Tangentsegmenten
bildar tillsammans en regelbunden n-hérning som omskriver jordens cirkulara
tvirsnitt. Den omskrivna regelbundna ménghdérningen ar alltsa inte ett nytt
antagande som vi infor utifran, utan gransfallet for den n-punktsmodell som
vi redan har byggt.

Vid den kritiska punkten géller

3 \3 «
<2nR) T n

[2m3R
Nieriy ”3 ~ 11470.

For sma vinklar visade vi i den forra artikeln (Liu, 2026b) att

och darmed

e

h 5

Vid den kritiska punkten har vi

och déarfér blir h6jden

R/ =
hkrit o (

2
~ 0,239,
2 nkrit)

det vill sdga cirka 24cm.

Vi kan nu tolka den kritiska punkten geometriskt. Fore det kritiska vérdet
finns det fortfarande bagar mellan tangentsegmenten dar repet ligger mot
jordytan. Vid det kritiska virdet har dessa bagar precis férsvunnit och repet
bildar en omskriven regelbunden manghérning. Om antalet lyftpunkter ckas
ytterligare kan de lokala tangentmodellerna inte lingre sittas samman pa
samma sitt utan att 6verlappa varandra.

Den forsta n-punktsmodellen kan alltsa inte fortsétta hela vigen mot
n — 00. Men just nir modellen nar sin gréns har geometrin samtidigt gett oss
en ny idé: repet har blivit en regelbunden manghoérning runt jorden. Denna
figur blir utgangspunkten for nésta modell.



5 FRAN REGELBUNDEN MANGHORNING TILL CIRKEL

Om vi fortsitter att 6ka antalet lyftpunkter kan vi inte lingre kréva att varje
del av repet ska vara tangent till jordytan. Tangentvillkoret har natt sin gréans
och maéste Gverges.

Déremot kan vi behélla andra delar av modellen: lyftpunkterna &r fort-
farande jamnt fordelade, de ligger pa samma héjd och repets totala langd &ar
fortfarande en meter storre d4n jordens omkrets. I den nya modellen behaller vi
dérfor den regelbundna manghérningen, men sldpper kravet att dess sidor ska
tangera jordytan.

Vi fordndrar alltsa inte hela modellen pa en gang. Vi behaller de antaganden
som fortfarande dr anvindbara och ersétter det antagande som inte lingre kan
galla.

Nér antalet horn 6kar blir varje sida kortare och manghérningen allt rundare.
Skillnaden mellan de enskilda lyftpunkterna blir gradvis mindre betydelsefull.
Det som borjade som ett diskret lyft i ett antal bestdmda punkter évergar pa
s sdtt mot ett jamnt lyft runt hela jorden.

I gransen niarmar sig den regelbundna méanghérningen en cirkel. Da ater-
kommer den koncentriska cirkelmodellen fran den forsta artikeln (Liu, 2026a).
Repet ligger pa en konstant hojd 6ver jordytan, och den extra metern ger ater

1
h=—=0,1
2 0,16,

det vill sdga ungefar 16cm.

Det viktiga har ar inte nagon ny berdkning, utan hur modellen féréandras.
Vi forsoker inte tvinga tangentmodellen att fungera langre én dess geometriska
antaganden tilldter. N&r modellen nar sin grins behaller vi de delar som
fortfarande ar anvindbara och bygger vidare med en ny representation.

Den matematiska resan borjade med ett enpunktslyft pa ungefar 121 m. Nér
antalet lyftpunkter 6kade gick vi fran lokala tangentmodeller till en regelbunden
manghoérning och dérifran vidare mot den koncentriska cirkeln for det jamna
lyftet.

Det mest intressanta resultatet dr dérfor kanske inte 121 m eller 16cm var
for sig. Det ar den modellresa som forbinder dem.
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