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Planering.
Pass 1.

» Leksaksmodell och tva metoder for att bestamma det extrem vardet. 5 min.

» Diskutera likheter och skillnader i par mellan Uppgifterna 4253 och 4251. 5 min.

« Gaigenom detaljerna for 4253. Tva olika metoder. 10 min.

o Las Ma3c-Np-vt-2014-25. 5 min. (projicera till tavlan)

» Diskutera likheter och skillnader mellan Uppg. 4253 och Ma3c-Np-vt-2014-25. 5 min.
» Tips. Rita tre punkter A, P, B i bilden.

» Elever kor Ma3c-Np-vt-2014-25 individuellt. 20 min.

« Om nagra elever klarar detta kan de gora uppgiften Np-2020-Peking.

« Sista 10 min. Vi tittar pa l6sningar av Ma3c-Np-vt-2015-25. (projicera till tavlan)

Pass 2.

o L&s Ma3c-Np-ht-2014-21. 5 min. (projicera till tavlan)

« Diskutera i par: Vad ar volymen V(x) som en funktion av x? 3 min. Vi skriver V(x) pa
tavlan.

» Elever kdr Ma3c-Np-ht-2014-21 individuellt. 20 min.

« Vi tittar pa I6sningar av Ma3c-Np-ht-2014-21. 5 min. (projicera till tavlan)

» Aktivitet i Matematik Origo: Vilken volym &r storst? Sé&g till eleven att de inte behdver
gora funktionsvardetabellen. Tips. Rita i tavlan. Vad ar volymen V(x) som en funktion
av x? 5 min

» Elever kor aktivitet till slut av Pass 2.

Pass 1.

Tank genom att anvanda leksaksmodellen.



Kom bara ihag leksaksmodell.

« y = f(x) = x> har minsta vardet pd x = 0. f/(x) = 2x. Tecknet nara x = 0 fér f/(x)
har formen: — 0 +. f”(x) = 2 > 0. Vihar f/(0) = 0 och " (0) > 0.

« y = g(x) = —x? har storsta vardet pax = 0. g’ (x) = —2x. Tecknet nara x = 0 for
g (x) har formen: + 0 —. g”’ (x) = =2 < 0. Vihar g’ (0) = 0 och g” (0) < 0.

» Metod 1. Anvanda férsta ordningens derivata och dess tecken for att bestdmma det
extrem vérdet.

Om f’(x) i narheten av x = x( har teck formen — 0 + (dvs &ndrar tecken fran negativt till
positivt), har f(x) ett lokalt minimum i x.

Om f’(x) i narheten av x = x( har teck formen + 0 — (dvs &ndrar tecken fran positivt till
negativt), har f(x) ett lokalt maximum i x .

» Metod 2. Anvanda forsta ordningens derivata och andra ordningens derivata for att
bestdmma det extrem vardet.

Om f/(xg) = 0 och f”(xy) > 0 s& ar f(x) lokal minimum i x .

Om f/(xg) = 0 och f”(xy) < 0 sa ar f(x) lokal maximum i x.

Steg for att hitta extremvarden av f(x) med forsta derivatans teckenmetod:

—

. Berékna derivatan f/(x).

N

Lés ekvationen f/(x) = 0. Beteckna lésningen som x = x;.
. Analysera teckenbyte av f/(x) ndra x = x:

w

o + 0 — < f(x) har ett lokalt maximum vid x ;
o — 0+ < f(x) har ett lokalt minimum vid x;, .

N

. Berakna extremvardena.

Steg for att hitta extremvarden av f(x) med forsta och andra derivatan:

Berakna derivatan f/(x).
Lés ekvationen f/(x) = 0. Beteckna Idsningen som x = x;.
Berékna andra derivatan f” (x).
Anvéand andraderivatatestet:
o f"(xg) < 0 < f(x) har ett lokalt maximum vid X ;
o f"(xg) > 0 < f(x) har ett lokalt minimum vid x;.

A 0D~

5. Berakna extremvardena.



Diskutera i par. Ingen I16sning kréavs, och inga detaljer behovs. Diskutera likheter och
skillnader mellan de tva uppgifterna.

Exempel 4253

| figuren &r linjen y = 7 — 2x ritad i forsta kvadranten. En rektangel ritas under kurvan
enlight figuren.

a) Bestam en funktion A(x) for rektangelns area.

b) Bestadm det stérsta vardet som rektangelns area kan anta.
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Exempel 4251

| figuren ar kurvany = 9 — x2 ritad i forsta kvadranten. Rektangeln har ett hérn P pa
kurvan. Nar P varierar sa varierar ocksa rektangelns area.

a) Bestam ett funktionsuttryck A(x) for rektangelns area.

b) Bestadm det stérsta vardet som rektangelns area kan anta.

Vi arbetar tillsammans i Uppgift 4253.

Losning till 4253 a) Punkten P har koordinaterna (x, 7 — 2x). Rektangelns area ges alltsa



av
A(x) = |OA| - |OB| = x - (7T — 2x),
och0 < x<3,5.

b) Vi anvander forsta ordningens derivata och dess tecken fér att bestdmma det stérsta
véardet.

A(x) = =2x% + Tx.
Ax)y==-2-2x+7=—4x+7.

LatA’(x) = 0. Vihar4x =7 ochx = %.

Om0 <x < 2 harviA'(x) > 0.0m I < x < 3,5 harviA'(x) < 0.0ch A’(£) = 0. S&

7

funktionen A(x) har det storsta vardet vid x = -. Det storsta varde ar
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Metod 2 for b). Vi anvander forsta ordningens derivata och andra ordningens derivata for
att bestdmma det stérsta véardet.

A(x) = =2x% + Tx.
Alx)y==2-2x+7=—4x+17.
A" (x) = —4.

LatA’(x) = 0. Vihar4x =7 och x =
Vi har A’(%) = 0 och A”(%) = —4 < 0. S& funktionen A(x) har det stérsta vérdet vid

X = %. Det storsta varde ar
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Diskutera i par. Ingen I6sning kravs, och inga detaljer behovs. Diskutera likheter och
skillnader mellan Uppg. 4253 och Ma3c-Np-vt-2014-25.

Exempel Ma3c-Np-vi-2014-25.



25. En glasmaéstare har av misstag skurit av ett horn pa ett rektangulért
spegelglas som hade métten 12,0 dm x 10,0 dm. Den avskurna biten har
formen av en rétvinklig triangel dér de vinkelrita sidorna &r 6,0 dm
respektive 5,0 dm. Se figur.

vA |=—— 6,0 —| (dm)

N0

12,0

Rektangular spegel

X

10,0 I

Glasmaéstaren vill anvédnda det kvarvarande spegelglaset till en rektangulér
spegel som har sitt ena horn pa den avskurna kanten. Glasméstaren vill
ocksé att spegeln ska fa sé stor area som mojligt.

Berikna det métt pa bredden som ger spegelns storsta area. (0/0/4)

Losning till NpMa3c-vt-2014-25.

Steg 1. Vi ritar tre punkter A, B och P i koordinaterna.

v | 6,0 | (dm)

P(x,y)

Rektangular spegel

'
X

- 10,0

Punkt A har koordinater (10, 12 — 5) = (10, 7).

Punkt B har koordinater (10 — 6, 12) = (4, 12).

w127 _ s

x-x;  4-10 ~ 6"
Skriv linjeformeln pa formeny = kx + m = —%x + m. Vi séatter in koordinaten i ekvationen.

Vi kan nu skriva ekvationen for linjen AB. Linjens lutning ges av k =



Vi har
12=—§-4+m.
6
o _ 5 _ 10 _ 46
S&Wl—12+g4—12+7—T

Linjeekvationen ar

y= Sx + 46
6 37
Och punkten P pa linjeekvationen har koordinaterna (x, y) = (x, — %x + 43—6 )

Steg 2. Arean A(x) av rektangular spegel blir

5 46 5, 46

A == c\— —_— ) = - —_—
(x) x(6x+3) 6x+3x,
med 4 < x < 10.
5 46
Ax)=-=x+—.
() 35 3

LatA’(x) = 0. Vihar —2x + & =0 ochx = 2.
5
A'(x) = -=.

(x) 3

Vi har A’(‘g_—6) = 0 och A”(45—6) = —% < 0. S& funktionen A(x) har det stérsta vérdet vid

_ 46 _
x==5 = 9,2.
Svar. Nar bredden &r 9,2 dm (pa x-axeln) ar arean storst.

Vi behéver inte berdkna vérdet A(9, 2).

Om du &r intresserad finns det en Uppgift fran Np i Kina.

Exempel Np 2020 Peking, Kina.

Lat f(x) = 12 — x2.

a) Hitta ekvationen for tangenten till kurvan y = f(x) vars lutning ar lika med —2.
b) Lat P vara en punkt pa kurvan med koordinaterna (¢, f(£)) och 0 < t < 4/12.

Tangenten till kurvan y = f(x) vid P och koordinataxlarna bildar en ratt triangel /\OAB.
Beteckna dess area med S(¢).



Hitta minsta vardet for S(z).
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Loésning

a) Steg 1.Vi hittar tangentpunkten.

f'(x) = (12 — x?)’ = —2x. Om tangentens lutning ar lika med —2 far vi
—2x = -2,

dvs x = 1. Vi berdknar vardet f(1) = 12 — 12 = 11. D4 blir tangent punkten
(Lf(1) = (1, 11).

Steg 2. Tangentens ekvation ar y = —2x + m. Och punkten (1, 11) ligger pa tangenten, sa
vi har

11==-2-14+m,

dvs m = 13.
Svar. Ekvationen for tangenten ary = —2x + 13.

b) Steg 3 Vi hittar tangentlinjens ekvation. Lutning i punkten P(¢, f(¢)) ar
') = -2t

Tangentens ekvation ar y = —2¢ - x + m. Och punkten (z, f(?)) ligger pa tangenten, sa vi
har

f(t)==-2t-t+m,
dvs
12 -2 = -2 +m.

Vi l6ser m:



m=12 + 1%
Ekvationen fér tangenten ar
y==2t-x+ 12+

Steg 4. Vi hittar areafunktionen S(f). Arean av /\OAB ar
1
S(t) = 5|0A| - |OB|.

Langden |OB| = m = 12 + 2.

Langden pa OA ar x-koordinaten for punkten A. Punkt A har y-koordinaten 0. Vi tar vardet
y = 0 i tangenten ekvation och beréknar dess x-koordinat.

0=—-2t-x+ 12+ >
2-x=12+1¢>

12 + 12
X =
2t
6 t
X = — —_.
t 2
Daar|OAl =2 + L.
Arean av /\ OAB:
1 1 6 ¢ 2
S(t) = =|OA| - |OB| = =(— + =)(12 + ).
) 2||||2(t 2)( )

Vi férenklar funktionen:

S@) = l(g + %)(12 + 1)

2
1/6 6 , t t 5
=——-12+—-t+—-12+—-t>
2<t t 2 2

1,72 3
== —+6t+6t+—>
2<z 2

36 13
= —+6r+ —

t 4
—£+6t+36t‘1
= _

Steg 5. Vi hittar minsta vardet fér S(¢) genom att anvanda derivatan av S(¢) och dess
andraderivata.

S’ (1) = %tz +6— 36172,



Lat S’ (r) = 0. Vi har
3 2 -2
—t"+6-36=0.
4

Beteckna 2 med s. Vi har ekvationen for s.
3
o 6 —36s"' =0.

Vi multiplicerar med s fér bada sidor:

§s2+6s—36=0,
4

dvs
e ros—12=0,
4
dvs
s* + 85 — 48 = 0.
Genom att anvanda pg-formen far vi Iésningarna s = 4 och s = —12. Vi tar bort 16sningen

s = —12 eftersom s = t> &r positiv. DA &rt> = 4 . Vihart = 2, eftersom 0 < ¢ < v/12.
3 3 3
S (1) = (th +6— 36t—2) = 5136 (-2 = Sr+727

Vi har

" (2) = % 24+ 72(=2)7 > 0.

Vihar §'(2) = 0 och §”(2) > 0, dvs funktionen

3
S(t) = tz + 6 + 3617

har minsta vardet f6r t = 2. Och

23
S@) =S 46-24362=2+12+18 =32,

Svar. Minsta véardet av arean ar 32.

Pass 2. 9.50 - 10.55.

Exempel Ma3c-Np-ht-2014-21.



21. Kajsa har en tunn plat med matten 2,4 m x1,2 m. Av platen ska hon bygga
ett vindskydd till sina kaniner.

Vindskyddet ska besta av ett tak, tvd sidor och en baksida. Kajsa tinker
klippa bort tva kvadratiska bitar frn platen och sedan vika ihop pléten till
ett vindskydd. Kajsa vill att vindskyddet ska f& sa stor volym som mojligt.
Anta att de platbitar hon ska klippa bort har lingden x meter dir 0 < x < 1,2

Se figur.
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Bestdm x s att vindskyddet far s stor volym som mgjligt. (0/3/0)

Diskutera i par: Vad ar volymen V(x) som en funktion av x?
Vix) = (2,4 — 2x)(1,2 — x)x,
med) <x<1,2.
Skiss av Ié6sningen.
Forenkla funktionen V(x).
V(x) = 2x° — 4,8x% +2,88x.
V/(x) = 6x* —9,6x + 2, 88.
For att hitta extrempunkten léser vi ekvationen V/(x) = 0. Dvs
6x* —9,6x +2,88 = 0.
Den &r ekvivalent med ekvationen

x2 —1,6x+0,48 = 0.

Genom att anvanda pg-formen far vi % = # = —-0,8,9 =0,48, och

x=—(-0,8)+ 4/0,64 — 0,48 = 0,8 + 0, 4.
Daarx; = 0,4 ochx, = 1,2. Vitar bort x, eftersom0 < x < 1, 2.
Den andra derivatan av V(x) ar

V"(x) = (6x* = 9,6x+2,88) = 12x — 9, 6.



v"(0,4)=12-0,4-9,6 = —4,8 < 0.
Vihar V/(0,4) = 0 och V"(0,4) < 0 s& &ar V(0, 4) lokal maximum.

Svar. x = 0, 4 meter sa att vindskyddet far sa stor volym som mgjligt.

Aktivitet i Matematik Origo: Vilken volym é&r storst?

» Sé&g till eleven att de inte behdver géra funktionsvéardetabellen.
« Jobba direkt till volym funktionen V(x).

V(x) = (30 — 2x)(21 — 2x)x,
med 0 < x < 3 = 10,5.
Skiss av losningen. Forenkla funktionen V(x).

V(x) = 4x° — 102x* + 630x.

V/(x) = 12x* — 204x + 630.

V" (x) = 24x — 204.
For att hitta extrempunkten léser vi ekvationen V/(x) = 0.
Vi hittar tva I6sningar x| = 4.06, x, = 12.95. Men vi tar bort x, eftersom0 < x < 10, 5.
D& ar
V"(4,06) = 24 - 4,06 — 204 < 0.

Vihar V/(4,06) = 0 och V"(4,06) < 0 s& ar V(4, 06) lokal maximum.



