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Abstract

Den hér artikeln ger ett exempel pa hur eleverna skulle kunna tillampa
Pythagoras sats. Vi konstruerar en analytisk uppgiftsspecifik bedémnings-
matris och bedémer fem l6sningar.

Nyckelord: Pythagoras sats, area, liksidig triangel, Sierpinskitriangel.

1 PROBLEM: SIERPINSKITRIANGEL

Exempel 1.1. Triangel AABC é&r en liksidig triangel, vilket betyder att dess
tre sidor ar lika langa.

Steg 1. Om vi antar att den sidoldngden &r 3, vad &r arean av triangeln AABC?

Steg 2. Om vi antar att den sidoldngden ar ett positivt tal a, och vi betecknar
detta arean vid Ay, vad ar arean Ag av triangeln AABC uttryckt i termer
av a?

Steg 3. Vi fortsdtter med Steg 2. Beteckna mittpunkterna pa de tre sidorna
med D, FE,F. Vi tar bort triangeln ADEF fran triangeln AABC och
betecknar arean av den aterstdende regionen med A;. Vad ar A i
uttrycket Ag?

Steg 4. For den aterstdende regionen i Steg 3, upprepar vi processen i Steg 2.
Det vill sdga att vi tar bort varje triangel med dess inre mitttriangel som
Steg 2. Beteckna arean av den aterstaende regionen med As. Vad dr Ag
i uttrycket av A7

A L A

Steg 2 Steg 3 Steg 4

Kommentar 1.2. Vi kan upprepa processen, och grénstalet kallas Sier-
pinskitriangel [1].
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2 FORESLAGEN LOSNING.

Steg 1. Vi utgar fran punkt A och drar en vinkelrat linje mot BC. Foten av
en vinkelrdt betecknas som punkt M.

Beteckna | BC| som ldngden av linjesegmentet BC. Sedan |BM|=|CM|=
%|BC | och triangeln AAM B éar réatvinklig med den réta vinkeln ZAMB. Vi
kan anvinda Pythagras sats till den réta triangeln AAM B och har relationen

|AB|? = |AM|* +|BM|?.
Nu |[AB|=3 och |BM| = }|BC|= 3. S& vi har

32 3v3
AM|=14/32—=- = —.
[AM|=4/3%~3 5
Da ges
1 1
Arean av AABC = —|BC|-|AM| = —.3.3_\/g = %
2 2 2 4
Steg 2. Berdkningen liknar Steg 1. Nu |AB| =a och |BM| = %|BC’| = 3.
Med Pythagras sats har vi
2 a\/g
AM| = a2 - 27 = 2V°
AM| = a2 - 57 = 2%,
och
1 1
Ao = Arean av AABC’=§|BC’|~|AM|=i-a-%§=%§a2. (2.1)

Steg 3. Vi har tva metoder for att berdkna arean for den aterstaende regionen.
Metod 1. Berikna arean for ADEF. Triangeln ADEF ar ocksa en liksidig
triangel med sidans lingd §. Genom att anvinda formeln (2.1) har vi

2
Arean av ADEF = é (2) = 1AO. (2.2)
4 \2 4
D3 foljer att
A1 = Arean av AABC — Arean av ADEF = ZAO. (2.3)

Metod 2. Inget behov av att berikna arean for ADEF. Med hjilp av bilden
i Steg 3 finner vi att arean av den vita triangeln (ADEF) &r lika med arean
av en svart triangel. Den aterstaende arean

3
Al = Z_IAO
Steg 4. Med samma anledning i Metod 2 i Steg 3 har vi
3
Ay = ZLAI'

O]

Kommentar 2.1. Watson & Mason (1998) [2] (ocksa Skott [3], sidorna 231
till 234) ar viktig. Steg 1 ("att exemplifiera och specialisera") till Steg 4 ("att
jamféra, sortera och organisera") ar processen fran konkret till abstrakt.



Kommentar 2.2. Detta ar ett exempel pa fraktal geometri. Vi far i allménhet
n
att A, = (%) Ap. Jag tycker att Jaworskis undervisningstriaden (Skott [3],

sidan 254) ar viktig fér undervisningen. Problemet jag designade kommer fran
den mycket grundldggande nivan av arean av en liksidig triangel, till en hog
niva av fraktal geometri av Sierpinskitriangel. Jag tror att denna fraga ocksa
ar intressant for elever. Eftersom de kan 16sa arean problem. Darmed 6ppnar
dorren till avancerad fraktalgeometri problem. Det &r ett exempel av Jaworskis
Mathematical challenge (Skott [3] sidan 254).

3 BEDOMNINGSMATRIS

3.1 Generell bedomningsmatris

Vi anvinder matrisen generell beddmningsmatris i dokumentet [4] (sidan 13).

Bed6mningen Pa vig | Godtagbar/E-niva Hogre
avser mot niva
godtag-
bar
niva
Probleml6sning Eleven tolkar enkel skriftlig in-

formation med matematiskt in-
nehall. Eleven tolkar resultat
och drar nagon relevant slut-

sats.
Begrepp Eleven anvénder olika begrepp
i vdlkdnda sammanhang.
Metoder Eleven genomfor metoder och
berdkningar godtagbart.
Resonemang Eleven stéller och besvarar

frdgor som i huvudsak hor till
dmnet matematik.
Kommunikation Eleven anvinder matematikens
uttrycksformer med viss an-
passning till ssmmanhanget.

3.2 Vilka val du har gjort nédr du utformade din matris?

I boken [3, s. 292, 293] skrivs att:

Den andra anledningen att utvdrdera dr att man vill planera
undervisningen utifran elevernas nuvarande forstaelse och kunnande.
Denna form av utvdrdering forhdller sig till lirprocessens utveckling
over tid. Vi kallar den formativ utvérdering eftersom den ska
anvdandas till att utforma undervisningen.

Vi anvinder den formativa bedémningen [5] [6]. Vi ger mer detaljer i det
foljande.



Bed6émningen P& vig mot godtagbar niva Godtagbar/E-niva Hogre niva
avser
Probleml6sning Steg 1. Eleven vet area av tri- | Steg 1 och Steg 2. Eleven vet | Steg 1 till Steg 4.
angeln. arean av trigngel. Eleven kan
hitta hojden.
Begrepp Area av triangeln. Area av triangeln, triangelns | Area av triangeln, triangelns
héjd. héjd, Pythagoras sats.
Metoder Eleven vet det Area/\ = %bas- Eleven vet det Area/\ = %bas~ Eleven vet det Area/\ = %bas-
héjd. h6jd. Eleven vet att triangelns | hojd. Eleven vet att triangelns
hojd kan hittas genom att an- | héjd kan hittas genom att an-
vanda Pythagoras sats. vanda Pythagoras sats och el-
even berdknar hojden.
Resonemang Eleven anvinder den allménna | Eleven foérklarar berdkningen | Eleven forklarar berdkningen
formeln for triangelns area | av hdjd med hjilp av Py-| av héjd med hjilp av Py-
utan forklaring, till exempel | thagoras sats. thagoras sats. Eleven forklarar
vilken del ar basen och vilken arean av den mellersta lilla tri-
del &r hojden. angeln ar en fjirdedel av arean
av den ursprungliga triangeln.
Kommunikation Det matematiska uttrycket | Det matematiska uttrycket

skrivs konkret.

skrivs konkret och den skrivna
texten dr pa ett logiskt sétt
med matematiska uttrycket.
Det ér en fordel att skriva med
en bild.




3.2.1 Problemlosning

Det givna problemet &r redan uppdelat i fyra delar (Steg 1 till Steg 4), fran
konkret till allmént. Eleven far E om de kan visa Steg 1. Eleven far A om de
kan visa Steg 4.

3.2.2 Begrepp

Den centrala innehallen 4r Pythagoras sats. Eleverna skulle férsta begreppen
som: Pythagoras sats, rat triangel, area av en triangel, jamforelse av trianglar,
liksidig triangel.

Det skulle vara en férdel om eleverna anvinda exponentiell funktion. Men
vi antar inte att eleverna kommer att férstd allminna relationen genom att

anvianda begreppet exponentiell funktion, till exempel, A, = <%)nA0.

3.2.3 Metoder

Eleverna bor forsta att Steg 1 och Steg 2 ska vara i samma metod.

Steg 3 skulle kunna l6sas med samma metod som steg 2 (Metod 1 i 16sning),
med skillnaden mellan arean av tva trianglar.

Steg 3 kan ocksa 16sas genom att observera att triangeln i mitten ar en
fjardedel av den ursprungliga triangeln.

3.2.4 Resonemang

Den visentliga delen ar att hitta triangelns h6jdldngd med hjilp av Pythagoras
sats.

Eleverna ska ocksa forklara i Steg 3 varfér arean av den lilla triangeln i
mitten ar en fjirdedel av hela triangelns area.

3.2.5 Kommunikation

Eleverna kan anvianda grafik for att férklara.
Eleverna anvander bokstdver och variabler for att uttrycka matematiska
idéer tydligt.



4 BEDOMNING AV FORESLAGEN LOSNING.

Bedémningen Pa vig | Godtag- | Hogre niva
avser mot bar/E-
godtag- | niva
bar
niva
Problemlésning Problemet 16ses tydligt fran det
konkreta fallet i steg 1 till det
allménna fallet i steg 4.
Begrepp Begreppen i Pythagoras sats,
areaformeln dr vélskriven.
Metoder Metoden fér berdkningsomra-
det ar valskriven. For steg 3
ger det tva sitt att berdkna
arean.
Resonemang Orsaken till hojdens ldngd
framgér vil genom att anvinda
Pythagoras sats.
Kommunikation Matematikens uttryck ar
tydligt.

5 BEDOMNING AV LOSNING AV ELEV A.

Detta ar en 16sning fran elev A.
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Bed6mningen P& vig | Godtag- | Hogre niva

avser mot bar/E-
godtag- | niva
bar
niva
Probleml6sning Eleven ger den fullstdndiga 16s-
ningen pa varje problem.
Begrepp Begreppen i Pythagoras sats,

areaformeln ar véalskriven. El-
even forstar begreppet expo-
nentiell funktion.

Metoder Det allménnan problem (Steg
2) ar 16st forst med en effektiv
generell metod. D& tar det vér-
det a = 3 for det konkreta prob-
lem i Steg 1.

Resonemang Eleven anviander Pythagoras
sats for att rdkna ut hojden
h pa triangeln.

Kommunikation Det ar bra att eleven rita en
bild.




6 BEDOMNING AV LOSNING AV ELEV B.

Detta &r en l6sning frén elev B.
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Bed6mningen P4 vig | Godtag- | Hogre niva

avser mot bar/E-
godtag- | niva
bar
niva
Probleml6sning Eleven ger den l6sningen pa
Steg 1 och Steg 2.
Begrepp Begreppen i Pythagoras sats,
areaformeln &r valskriven.
Metoder Metoden for att berdkna arean

i Steg 1 ar tydlig. Samma
metod tillimpas pa Steg 2.
Resonemang Eleven anvinder Pythagoras
sats for att rdkna ut hojden
pa triangeln AAH B.
Kommunikation Det &ar bra att eleven rita en
bild. Eleven anvander sin egen
symbol for lingden h = |AB|
och hojd a = |BH|. Men det
star tydligt skrivet pa bilden.
Sa det finns ingen forvirring.

7 BEDOMNING AV LOSNING AV ELEV C.

Detta &r en 16sning fran elev C.
Eleven kunde till och med skapa sitt eget problem for Steg 5. Han kunde
hitta de allminna sambanden genom att anvénda exponentiell funktion A, =

(%)nAO. Varje steg foljer med en fin bild.
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Bed6mningen P4 vig | Godtag- | Hogre niva

avser mot bar/E-
godtag- | niva
bar
niva

Probleml6sning Varje problem é&r klart 16st. El-
even kan till och med skapa sitt
eget problem for steg 5.

Begrepp Begreppen i Pythagoras sats,
areaformeln &ar vilskriven. Ex-
pon(zntiell funktion A, =
(%) Agp ges.

Metoder Anvinder en effektiv generell
metod.

Resonemang Eleven anvinder Pythagoras
sats for att rdkna ut hojden
péa triangeln AADB.

Kommunikation Det dr bra att eleven rita bild.

8 BEDOMNING AV LOSNING AV ELEV D.

Detta ar en 16sning fran elev D.

11



Wanmins problem lost av Lars

Steg 1

For att berdkna arean anvinder jag formeln A = % dér b ar basen och h hdjden i triangeln. I var triangel 4r basen
3cm och hojden ar en lodrét linje, AD, fran toppspetsen av triangeln till mittpunkten pa basen, eftersom triangeln
ar liksidig.

Hojdens langd kan berdknas med Pythagoras sats som

h= /32_(%)2: /9_%:\/@:\/¥:1/¥:3\/§:3§0m.

Arean blir

@_3-3\/5_9@
2 — a2 — 772

Steg 2

Om vi erséitter 3 med a far vi ett likande uttryck for h

h= VTR =it - —ay1- =

Arean blir

a-a¥%2 =a?

1 3
2 2

£

Steg 3

I steg 3 skapas 4 liksidiga trianglar med samma sida §. Arean av den svarta delen, 3 av de fyra mindre trianglarna,
blir dérfor

Ay =34,

Steg 4

I steg 4 delas varje fylld triangel i figuren fréan steg 3 i 4 delar pa samma sitt. Sidan i varje delad triangel &r
Arean av den svarta delen blir da

_3 34 _12-34 _ 9 4 _ 3
A = 340 — 1540 = “5° 40 = 1540 = 741

a
1



Bed6mningen P4 vig | Godtag- | Hogre niva

avser mot bar/E-
godtag- | niva
bar
niva

Probleml6sning Varje problem &r klart 16st.

Begrepp Begreppen i Pythagoras sats,
areaformeln ar valskriven.

Metoder Anvinder en effektiv generell
metod.

Resonemang Eleven anviander Pythagoras
sats for att rdkna ut hojden
pa triangeln AADB. 1 Steg
3 ger eleven ocksa tydliga skil
till att de fyra sma trianglarna
har samma, area.

Kommunikation Det ar bra att eleven rita bild.
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